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PROBLEMA 1 
 

 
 
En el circuito de la figura, en el que la fuente independiente es continua de valor 

VG, no se producen más cambios después del cierre del interruptor. 
a. Hallad los valores de vC, iC, vL e iL para t = 0‐, t = 0+ y t = ∞ (1.2 puntos). 
b. Hallad  las  ecuaciones  diferenciales  que  rigen  la  evolución  de  vC(t)  e  iL(t) 

para t ≥ 0 s (0.8 puntos). 
c. La  fuente  independiente  continua  es  sustituida  por  otra  variable  con  el 

tiempo, vG(t) y la fuente dependiente es dejada en circuito abierto (g = 0 S). 
En estas condiciones, hallad la función de transferencia para t ≥ 0 s, estando 
aquélla definida como 

  

€ 

H(s)=
V0(s)
VG(s)

 

siendo VO(s) y VG(s), respectivamente, las transformadas de Laplace de vO(t) 
y vG(t). Si el circuito se comporta como un filtro, ¿a qué tipo corresponde? 
(1.2 puntos). 

d. Obtened la expresión temporal de vO(t) para t ≥ 0 s (0.8 puntos) sabiendo 
que vG(t) es la función escalón unitario y que la función de transferencia del 
circuito es 

  

€ 

H(s)=
VO(s)
VG(s)

=
1012

s2 + 2×106s + 2×1012
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PROBLEMA 1, apartado a 
 
Para  t  =  0‐  s,  las  inductancias  son  cortocircuitos  y  las  capacidades,  circuitos 

abiertos, con lo que 

  

€ 

vL(0
− )=0 V iC(0

− )=0 A  
  Además, 

  

€ 

iL(0
− )= − iC(0

− )=0 A  

  

€ 

vC(0
− )= vL(0

− )+ [iL(0
− )+ gvC(0

− )]R ⇒ vC(0
−)=0 V  

Para t = 0+ s, ha de mantenerse la continuidad de la tensión en la capacidad y de 
la corriente en la inductancia, con lo que 

  

€ 

vC(0
+ )= vC(0

− )= 0 V iL(0
+)= iL(0

− )= 0 A  

Además, se cumplen las relaciones 

  

€ 

VG − vC(0
+ )

R
= iC(0

+ )+ iL(0
+) ⇒ iC(0

+ )=
VG
R
 

  

€ 

vC(0
+ )= vL(0

+ )+ [iL(0
+ )+ gvC(0

+ )]RO ⇒ vL(0
+)= 0 V  

En t = ∞  s el circuito está en régimen permanente continuo, lo cual significa que 
las  inductancias  y  las  capacidades  son,  respectivamente,  cortocircuitos  y  circuitos 
abiertos. Es decir, 

  

€ 

iC(∞)= 0 A vL(∞)= 0 V  

Además, 

  

€ 

VG − vC(∞)
R

= iC(∞)+ iL(∞)

vC(∞)= vL(∞)+ [iL(∞)+ gvC(∞)]R
⇒

vC(∞)=
VG

2− gR

iL(∞)=
VG
R

1− gR
2− gR

 

 
 

 

 
 
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PROBLEMA 1, apartado b 
 

  En el circuito, para t ≥ 0 s, se cumplen las siguientes relaciones: 

(1) 
  

€ 

VG − vC(t)
R

= iC(t)+ iL(t) vC(t)= vL(t)+ [iL(t)+ gvC(t)]R   (2) 

 
  Además,  la  inductancia  y  la  capacidad  están  caracterizadas,  respectivamente, 
por las siguientes relaciones funcionales:   

(3) 
  

€ 

vL(t)= LdiL(t)
dt

iC(t)=CdvC(t)
dt

  (4) 

 
  Despejando iL(t) de (1), y teniendo en cuenta (4), se obtiene   

  

€ 

iL(t)=
VG
R
−
vC(t)
R

−CdvC(t)
dt

  (5) 

 
  Sustituyendo (5) en (2), y teniendo en cuenta (3), se llega a   

  

€ 

LCd
2vC(t)
dt2

+
L
R

+ RC
 

 
 

 

 
 
dvC(t)
dt

+ (2− gR)vC(t)= VG   (6) 

 
  Despejando vC(t) de (2) y sustituyendo el  resultado en (1),  teniendo en cuenta 
(4), se obtiene   

  

€ 

LCd
2iL(t)
dt2

+
L
R

+ RC
 

 
 

 

 
 
diL(t)
dt

+ (2− gR)iL(t)=
(1− gR)VG

R
  (7) 

 
  Las ecuaciones (6‐7) son las ecuaciones diferenciales buscadas. 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PROBLEMA 1, apartado c 
 
  En  las  condiciones  indicadas  (fuente  dependiente  en  circuito  abierto)  y 
utilizando  transformadas  de  Laplace,  el  circuito  queda  en  la  forma mostrada  en  la 
figura adjunta, con lo que, aplicando análisis por mallas, se llega a 

 

  

€ 

VG(s)= IG(s) R +
1
sC

 

 
 

 

 
 −

I0(s)
sC

0= −
IG(s)
sC

+ I0(s)
1
sC

+ sL + R
 

 
 

 

 
 

⇒ H(s)=
I0(s)R
VG(s)

=
1/(LC)

s2 + s R
L

+
1
RC

 

 
 

 

 
 +

2
LC

 

La  respuesta  en  frecuencia  del  circuito  se  obtiene  a  partir  del  módulo  de  su 
función de transferencia, llegándose a que 

  

€ 

H(s)=
VO(s)
VG(s)

⇒ H(jω) = H(s)
s=jω

=

1
LC

2
LC

−ω2
 

 
 

 

 
 

2

+
1
RC

+
R
L

 

 
 

 

 
 ω

 

 
 

 

 
 

2

ω→ 0 rad/s ⇒ H(jω)→ 1
2

ω intermedia ⇒ valor finito de H(jω)

ω→∞ rad/s ⇒ H(jω)→ 0

 

Luego el circuito se comporta como un filtro paso bajo. 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PROBLEMA 1, apartado d 
 

  

€ 

vG(t)=u(t)⇒ VG(s)=
1
s
 

  

€ 

VO(s)=H(s)VG(s)=
1012

s(s2 + 2×106s + 2×1012 )
=
N(s)
D(s)

 

 

  

€ 

s2 + 2×106s + 2×1012 = 0 ⇒ sc = −α + jβ sc
* = −α − jβ

α =106 s−1 β =106 rad/s
 

 

  

€ 

VO(s)=
K 0
s

+
Kc
s − sc

+
Kc
*

s − sc
*

K 0 =
sN(s)
D(s)

 

 
 

 

 
 
s=0 s−1

= 0.5 V

Kc =
(s − sc )N(s)

D(s)

 

 
 

 

 
 
s=sc

=(− 0.25 + j0.25)×106 V ⇒

⇒ Kc = 0.25 2 ×106 V θc = arctg 0.25×10
6

− 0.25×106
= −135 °

 

En consecuencia, 

  

€ 

vO(t)=K 0u(t)+ 2Kc e
−αt cos(βt + θc )= 0.5 + 0.5 2 ×106e−10

6 t cos(106 t −135 °) V  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PROBLEMA 2 
 

 
 
El circuito de la figura, en cuya representación se ha utilizado notación fasorial, 

funciona en régimen sinusoidal permanente a una frecuencia angular ω. 

a. Escribid  un  sistema  algebraico  de  cuatro  ecuaciones  a  partir  del  cual  sea 
posible determinar  los valores de IG, Ia, Ib e Ic. No obtengáis  los valores de 
estos fasores (0.8 puntos). 

b. Suponiendo  conocido  el  valor  de  Ia,  obtened  la  tensión Vcd  y  la  potencia 
compleja  entre  c  y  d.  No  desarrolléis  los  cálculos;  basta  con  dejarlos 
indicados (0.4 puntos). 

c. Obtened  los parámetros de admitancia del cuadripolo abcd; en  lo posible, 
agrupad impedancias sin desarrollar los cálculos hasta obtener expresiones 
finales. ¿Puede ser simétrico este cuadripolo? (0.6 puntos). 

d. Suponiendo que los elementos del circuito tienen los valores indicados más 
abajo,  calculad  el  equivalente  de  Thévenin  entre  los  puntos a  y b.  Podéis 
hacerlo considerando el circuito tal y como ha sido dibujado o bien a partir 
del conocimiento de los parámetros de admitancia (0.6 puntos). 

    

€ 

VG =1 V ωM =0.5Ω a =3
RG =1Ω Rb =2.5Ω Rc =8.1Ω

ωLG =0.5Ω ωLa =0.5Ω ωLb =1Ω ωLc =1Ω
ωCG =2S ωCb =1S ωCc =1S
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e. Suponiendo que los elementos del circuito tienen los valores indicados más 
abajo, obtened la expresión temporal de la potencia en la rama cd. Utilizad 
aproximaciones  matemáticas  razonables  y  agrupaciones  de  impedancias 
siempre que sea posible (0.6 puntos). 

  

€ 

vG(t)= VDC + VAC cos(ωt + ϕ) 

  

€ 

VDC =1 V VAC =1 V ω =1Mrad/s ϕ =0 °

RG =1Ω LG =0.5µH La =0.5µH CG =2µF
Rb =2.5Ω M =0.5µH Lb =1µH Cb =1µF
Rc =8.1Ω a =3 Lc =1µH Cc =1µF
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PROBLEMA 2, apartado a 
 

Reflejando impedancias, se obtiene 

  

€ 

VG = IG RG +
1

jωCG

 

 
 

 

 
 −

Ia
jωCG

0 = −
IG
jωCG

+ Ia
1

jωCG
+ jωLG + jωLa +

(ωM)2

jωLb + Rb +
1

jωCb

+

Rc +
1

jωCc
+ jωLc

a 2

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

0 = Ia jωM + Ib jωLb + Rb +
1

jωCb

 

 
 

 

 
 

Ia = aIc

 

 

PROBLEMA 2, apartado b 
 

De nuevo reflejando impedancias, se tiene 

    

€ 

Vcd = Ia jωLa +
(ωM)2

jωLb + Rb +
1

jωCb

+

Rc +
1

jωCc
+ jωLc

a2

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

Scd =
VcdIa

*

2
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PROBLEMA 2, apartado c 
 

Haciendo 

    

€ 

V1 = Vab V2 = Vcd

I1 = IG

I2 : corriente que entra en c

 

teniendo  en  cuenta  que  las  impedancias  reflejadas  en  los  primarios  de  ambos 
transformadores (lineal e ideal, respectivamente) son 

  

€ 

Zlin =
(ωM)2

jωLb + Rb +
1

jωCb

Zid =

Rc +
1

jωCc
+ jωLc

a 2
 

 y aplicando análisis por nudos, se llega a 

  

€ 

I1 =V1
1

jωLG
+ jωCG

 

 
 

 

 
 −

V2
jωLG

I2 = −
V1
jωLG

+ V2
1

jωLG
+

1
jωLa + Zlin + Zid

 

 
 

 

 
   (1) 

Las ecuaciones que definen los parámetros de admitancia son  

  

€ 

I1 =V1y11 + V2y12 I2 =V1y21 + V2y22   (2) 

Comparando  término  a  término  (1)  y  (2)  se  obtienen  los  parámetros  de 
admitancia buscados, que son 

  

€ 

y11 =
1

jωLG
+ jωCG y12 = −

1
jωLG

y21 = −
1

jωLG
y22 =

1
jωLG

+
1

jωLa + Zlin + Zid

 

Para  que  sea  simétrico,  el  cuadripolo  ha  de  ser  recíproco.  Esto  exige  que  se 
cumpla que y12 = y21. Esta condición se cumple siempre. Además, ha de cumplirse que 
y11 = y22. Salvo en el caso de que Rb = 0 Ω = Rc, esta condición no puede satisfacerse, 
porque  y11  es  un  parámetro  imaginario  puro, mientras  que  y22  tiene  partes  real  e 
imaginaria. 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PROBLEMA 2, apartado d 
 

Utilizando  los datos del  problema,  las dos primeras  ecuaciones del  apartado a 
quedan  como  se  indica,  con  lo  que  es posible  obtener  los  valores de  las  corrientes 
implicadas, a partir de las cuales se calcula la tensión equivalente de Thévenin. 

  

€ 

1= IG(1− j0.5)+ j0.5Ia
0 = j0.5IG + Ia(1+ j0.5)

⇒
IG = 0.66 + j0.33A
Ia = − j0.33A

VTh =Vab =
IG − Ia
jωCG

= 0.33− j0.33V
 

 

 
 

 
 

Al sustituir CG por un cortocircuito toda la corriente suministrada por la fuente 
se va por dicho cortocircuito,  con  lo que  la  impedancia equivalente de Thévenin se 
calcula como sigue: 

  

€ 

IN = Iab =
VG
RG

=1A ⇒ ZTh =
VTh
IN

= 0.33− j0.33Ω  

Si recurrimos a los parámetros de admitancia (cuyos valores se han obtenido a 
partir  de  las  expresiones  del  apartado  c  y  los  datos  del  problema),  la  tensión 
equivalente de Thévenin se calcula como se indica a continuación. 

  

€ 

y11 = 0S y12 = j2S y21 = j2S y22 = 0.8 − j2.4 S  

  

€ 

VG = I1RG + V1
I2 = 0 A

I1 =V1y11 + V2y12
I2 =V1y21 + V2y22

⇒ VTh =V1 =
VGy22

y22 + RG(y11y22 − y12y21)
 

Utilizando las mismas ecuaciones, la corriente de Norton se calcula como sigue: 

  

€ 

V1 = 0 V ⇒ IN = I1 =
VG
RG
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PROBLEMA 2, apartado e 
 

Como  puede  observarse,  la  excitación  tiene  dos  componentes,  con  lo  que,  de 
acuerdo  con  el  principio  de  superposición,  también  habrá  dos  componentes  en  la 
corriente y la tensión de salida. Es decir, 

  

€ 

ia(t)= IaDC + iaAC(t)= IaDC + IaAC cos(ωt + θ)
v2(t)= V2DC + v2AC(t)= V2DC + V2AC cos(ωt + γ)

p2(t)= ia(t)v2(t)
 

 
Componente continua 

Para  la  componente  continua  (vG(t)  =  VDC),  las  capacidades  y  las  inductancias 
son, respectivamente, circuitos abiertos y cortocircuitos, con lo que la parte izquierda 
del circuito queda reducida a la fuente en serie con una resistencia (los primarios de 
los transformadores son cortocircuitos). En consecuencia, 

  

€ 

IaDC = I1 =
VDC
RG

=1A V2DC = IaDC Rcd = 0 V  

 
Componente sinusoidal 

Para  la  componente  sinusoidal  (VG  =  1  V)  hay  que  utilizar  las  dos  primeras 
ecuaciones del  apartado  a.  Teniendo  en  cuenta que  los datos  coinciden  con  los del 
apartado e, se llega al mismo resultado con respecto a la corriente. Es decir, 

    

€ 

IaAC = − j0.33 A ⇒ iaAC(t)=Re{IaACe
jωt } =0.33cos(ωt −90 °) A

V2AC = IaAC jωLa +
(ωM)2

jωLb + Rb +
1

jωCb

+

Rc +
1

jωCc
+ jωLb

a2

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

=0.17− j0.33 V ⇒ v2AC(t)=Re{V2ACe
jωt } =0.37cos(ωt −63.43 °) V
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PROBLEMA 3 
 

El circuito de la figura, en cuya representación se ha utilizado notación fasorial, 
funciona en régimen sinusoidal permanente. 

 
Las variaciones de la amplitud y la fase con la frecuencia angular de la función de 

transferencia, H(jω) = VL(jω)/VG(jω),  son  las  representadas  en  la  figura que  sigue  a 
continuación. 

   
 
a. Hallad  la  frecuencia angular para  la que  la entrada y  la  salida del  circuito 

tienen la misma fase (0.5 puntos). 
b. Como  puede  observarse  en  las  figuras  del  enunciado,  el  circuito  se 

comporta como un  filtro paso banda. Hallad  las  frecuencias angulares que 
limitan la banda de paso (0.5 puntos). 

c. Explicad  cualitativamente  por  qué  la  fase  de  la  función  de  transferencia 
tiende a ‐90 ° para frecuencias muy elevadas (0.5 puntos). 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d. Suponiendo  que  la  fuente  de  tensión  está  caracterizada  por  una  función 
periódica como la representada en la figura que sigue, obtened el desarrollo 
en serie de Fourier de dicha función expresado en notación trigonométrica 
(0.75 puntos). 

 
e. Suponiendo que la excitación es de la forma indicada en la figura que sigue, 

obtened su transformada de Fourier (0.75 puntos). 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PROBLEMA 3, apartado a 
 

Si la entrada y la salida están en fase, esto significa que la fase de la función de 
transferencia es nula. 

Buscando  esa  condición  en  la  figura  que  muestra  la  variación  de  la  fase  se 
obtiene 

ω0 = 2×103 rad/s 

 

PROBLEMA 3, apartado b 
 

Las frecuencias que limitan la banda de paso son aquellas que verifican lo que se 
indica a continuación. 

  

€ 

H(jω)
max

= 0.25

ω =
ω1
ω2

⇒ H(jω) =
H(jω)

max

2
≈ 0.175

 

En la figura que muestra la variación del módulo de la función de transferencia 
con  la  frecuencia  angular  puede  observarse  que  las  frecuencias  para  las  que  dicho 
módulo tiene el valor indicado son 

  

€ 

ω1 = 0.8×103 rad/s ω2 = 5×103 rad/s  
 

PROBLEMA 3, apartado c 
 

A  frecuencias  elevadas  (varios  órdenes  de  magnitud  superiores  a  la  de 
resonancia),  las capacidades y  las  inductancias se comportan como cortocircuitos y 
circuitos abiertos, respectivamente. En consecuencia, para tales frecuencias 

  

€ 

IG ≈
VG
RG

⇒ VCG ≈
IG
jωCG

⇒ ∠VCG ≈∠IG − 90 ° ≈∠VG −∠RG − 90 °  

Por otro  lado, VCG coincide con VL ya que estamos suponiendo que  la corriente 
que circula por la rama R‐L es muy pequeña. La caída de tensión en dicha rama será 
prácticamente  la  que  se  tenga  en  la  inductancia,  puesto  que  ésta  presenta  una 
impedancia muy superior a la de la resistencia. 

Es decir, entre VG y VL hay un desfase de aproximadamente 90 °, que es el mismo 
que presenta la función de transferencia. 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PROBLEMA 3, apartado d 
 

La serie de Fourier se obtiene como se indica a continuación. 

  

€ 

av =
1
T

vG(t)dt0
T∫ =

1
T

VlowdtT/4
T/2∫ +

1
T

Vhighdt3T/4
T∫ =

Vlow
T

t[ ]T/4
T/2

+
Vhigh
T

t[ ]3T/4
T

= 0.75 V  

 

  

€ 

ak =
2
T

vG(t)cos
2kπt
T

 

 
 

 

 
 dt =

2
T

Vlow cos
2kπt
T

 

 
 

 

 
 dt +

2
T

Vhigh cos
2kπt
T

 

 
 

 

 
 dt =3T/4

T∫T/4
T/2∫0

T∫

=
Vlow
kπ

sen 2kπt
T

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
T/4

T/2

+
Vhigh
kπ

sen 2kπt
T

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
3T/4

T

= −
1
kπ

sen kπ
2

 

 
 

 

 
 + 2sen

3kπ
2

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

  

€ 

bk =
2
T

vG(t)sen
2kπt
T

 

 
 

 

 
 dt =

2
T

Vlowsen
2kπt
T

 

 
 

 

 
 dt +

2
T

Vhighsen
2kπt
T

 

 
 

 

 
 dt =3T/4

T∫T/4
T/2∫0

T∫

= −
Vlow
kπ

cos 2kπt
T

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
T/4

T/2

−
Vhigh
kπ

cos 2kπt
T

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
3T/4

T

=
1
kπ

cos kπ
2

 

 
 

 

 
 + 2cos

3kπ
2

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 − 2 + cos kπ( )[ ]

 
 
 

  

 
 
 

  

 

 

  

€ 

Ak = ak
2 + bk

2 ϕk = arctg bk
ak

 

 

  

€ 

vG(t)= av + Ak cos
2kπt
T

−ϕk
 

 
 

 

 
 

k=1

∞

∑
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PROBLEMA 3, apartado e 
 

Aplicando la definición de transformada de Fourier, se tiene 

  

€ 

F(ω)= A(ω)− jB(ω)= vG(t)e
−jωtdt = Vlowe

−jωtdt + Vhighe
−jωtdt =3T/4

T∫T/4
T/2∫−∞

∞∫

= −
Vlow
jω

e−jωt[ ]T/4
T/2

−
Vhigh
jω

e−jωt[ ]3T/4
T

=

=
1
ω

Vlow sen
ωT
2

 

 
 

 

 
 − sen

ωT
4

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 + Vhigh sen(ωT)− sen

3ωT
4

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
 

  

 
 
 

  
−

−
j
ω

Vlow cos ωT
4

 

 
 

 

 
 − cos

ωT
2

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 + Vhigh cos

3ωT
4

 

 
 

 

 
 − cos(ωT)

 

 
 

 

 
 

 
 
 

  

 
 
 

  

 

 

   
 


